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摘 　要 :提出一种实效方法2刚性无质量束缚元 AMCE(Appended Massless Const raint Element) 法 ,以解决地震

地面运动作用下求解结构响应的位移输入模型中容易而不容忽视的问题。首先对位移输入模型进行了详细分

析 ,明确指出当前位移输入模型在理论上会导致计算结果具有不稳定性和不可靠性 ,进一步通过算例对此加以

说明 ;针对此问题 ,提出了 AMCE 解决方法 ,并对本方法进行物理角度解释、理论分析和数值验证。结果表明 ,

AMCE 法不仅物理概念清晰、简单可行 ,而且具有足够的计算精度。
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1 　引　言

地震地面运动作用下 ,结构响应分析常采用两

种计算模型 :一致加速度输入模型和位移输入模

型 ;一致加速度输入模型 ,适用于地震动一致激励

下的结构线性和非线性反应分析 ;计算得到的结构

反应是相对量值 (相对于地面) ,该模型已被充分认

可并广为应用。事实上 ,实际地震动具有不均匀

性[124 ] (例如行波效应、相干效应和局部场地效应) ,

这一性质对结构尤其是大跨结构 (例如大跨桥梁、网

架及网壳等)响应会产生相对较大影响[1 ,428 ] 。目前 ,

地震动多点输入 (即差动输入) 下的结构反应分析

已成为抗震界研究热点之一 ,这时位移输入模型常

被采用[9212 ] 。该模型不仅适用于地震动一致激励

还适用于多点激励 ,既适用于结构线性也适用于其

非线性分析 ,直接得到的计算结果是绝对量值 ,目

前通常被认为是一种求解结构地震反应的具有普

适性和有效性的计算模型[13 ] 。

近年来 ,学者们对位移输入模型的计算精度以

及时域分析方法的适用性进行了相关研究。文献

[10 ]指出 ,利用该模型且采用直接积分法计算结构

反应时 ,预得到较好精度的解需非常小的积分步长。

文献[ 13 ]通过理论分析论证了采用相同的积分步

长时 ,位移输入模型可获得比一致加速度模型更高

的计算精度 ,并通过一算例对此进行了验证。应该

指出 ,此算例没有考虑阻尼的影响。文献 [ 14 ]认

为 ,由于结构绝对反应中包含的地面运动部分 ,因

此理论上绝对反应不可完全振型分解 ,由此模态叠

加法和反应谱法在理论上并不适用于位移输入模

型 ;同时 ,还指出试图通过对位移输入模型中绝对

反应直接振型分解 ,进而推导出多点反应谱的方法

理论上不可行。

本文首先对位移输入模型进行了较为详细地

分析 ,进而明确指出采用当前位移输入模型求解结

构反应会导致底部单元计算结果的不稳定和不可

靠 ,并通过算例对此加以说明。为解决这一问题 ,

首次提出了 AMCE 法 ,即将位移输入模型理论存

在的问题转化为通过物理模型的数值建模来解决 ,

同时对该方法在物理角度加以解释并给出理论说

明。最后 ,通过数值计算对 AMCE 法进行了验证。

分析表明 : AMCE 法不仅物理概念清晰、简单可

行 ,而且计算精度足够。此外 ,文末还对几个可能

引起疑问或误解的问题加以解释。

2 　位移输入模型存在的问题
及理论分析

　　一离散单元的结构体系 ,与地面刚性连接 ,将

其自由度分为两类 : n 个非支座节点自由度与 m 个

支座节点自由度。地震地面运动作用下 ,该体系的



动力平衡方程可表达为[1 ,2 ] :
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式中 M , C和 K 表示质量、阻尼和刚度矩阵 ,下标

tt 、ss 和 ts ( st) 分别表示非支座节点自由度、支座节

点自由度及其两者之间的耦合 ,大小分别为 n ×n、

m ×m、n ×m ( m ×n) 维 ; Xt , X
·

t 和 X
··

t 为绝对坐标系

下非支座节点的位移、速度和加速度反应列向量 ;

Xs , X
·

s 和 X
··

s 为绝对坐标系下支座节点的位移、速度

和加速度已知列向量 ,即支座处地面运动向量 , Ps

为 m 维支座节点反力列向量。

将式 (1) 展开并作整理 ,可得到关于 Xt , X
·

t 和

X
··

t 的动力平衡方程 :

Mtt X
··

t + Ctt X
·

t + Ktt Xt = - Mts X
··

s - Cts X
·

s - Kts Xs

(2)

考虑集中质量矩阵 ,有 Mts = 0 ;通常忽略阻尼

项 - Cts X
·

s
[10 ] ,此时式 (2) 可进一步表达为

Mtt X
··

t + Ctt X
·

t + Ktt X t = - Kts Xs (3)

求解方程 (3) 需要输入 Xs ,上式被称为求解结构地

震响应的位移输入模型[8210 ] 。

将结构非支座节点的绝对位移可分为两部分

表达[2 ,8210 ] ,有如下几何方程成立 :

Xt = XI + Xps (4)

式中 XI 为结构由于惯性力而引起的动位移向量 ,

Xps 为不考虑惯性力时由于地面运动引起的拟静力

位移向量。将式 (4) 代入式 (3) ,可得

Mtt ( X
··

I + X
··

ps ) + ( Fd + Fr) + Ktt ( XI + Xps ) = - Kts Xs

(5)

或

　　Mtt X
··

I + Ctt X
·

I + Ktt X I =

　　 - Mtt X
··

ps - ( Ktt X ps + Kts Xs) - Fr (6)

式中 Fd = Ctt X
·

I , Fr = Ctt X
·

ps 。此时先考察式 (1) ,

当不考虑惯性力时 (此时 ,阻尼项和 XI 也不存在) ,

有下式成立 :

Ktt X ps + Kts Xs = 0 (7)

] Xps = - K- 1
tt Kts Xs = ΓXs (8)

式 (7) 的物理意义是与刚体位移相关的力为零[9 ] ,

式 (8) 中 ,Γ= - K- 1
tt Kts 为影响矩阵 ,其大小为 n ×m

维 ,物理意义是由支座节点的单位静位移引起的非

支座节点的拟静力位移。为便于分析 ,考虑一致地

震动输入 ,此时拟静力位移与地面运动位移相同 ,

即

Xps = ΓXs = Ex g (9)

式中 E 为 n 维单位列向量 , xg 是地震地面运动位

移。联合式 (6) 和式 (9) ,并考虑恒等关系式 (7) ,可

得

Mtt X
··

I + Ctt X
·

I + Ktt X I = - Mtt Ex
··

g - Fr (10)

不难看出 ,式 (10) 是位移输入模型式 (3) 在一致地

震动激励下的等效模型。

下面 ,首先将 Fr 展开。考虑瑞利阻尼 ,即

Ctt =αM tt +βKtt (11)

联合式 (9) 和 (11) 并代入 Fr = Ctt X
·

ps ,可得

Fr =αM tt Ex
·

g +βKtt Ex
·

g (12)

式中 α和β分别为质量和刚度比例系数 ,可通过振

型频率及其阻尼比确定。一般情况下 ,考虑阻尼比

相等[9 ] ,分别可表达为式 12 (a) 和 12 (b) 。对于一特

定结构 ,振型频率ωi 和ωj 与阻尼比ξ确定后 ,α和β

是确定的。

α =
ωiωj (ωjξj - ωiξi )

ω2
j - ω2

i
=

2ωiωjξ
ωi +ωj

(12a)

β=
ωjξj - ωiξi

ω2
j - ω2

i
=

2ξ
ωi +ωj

(12b)

将式 (11) 和 (12) 代入式 (10) ,可得

Mtt X
··

I + Ctt X
·

I + Ktt X I =

　　 - Mtt Ex
··

g - αM tt Ex
·

g - βKtt Ex
·

g (13)

在线性范围内 ,可将上式中反应 XI 视为三部分组成 ,

即 Xr , Xα和 Xβ ,分别由方程右端项 - Mtt Ex
··

g , - α

M tt E x
·

g 和 - βKtt Ex
·

g 的单独作用而产生。这时 ,为

了便于分析 ,可将式 (13) 分解为如下三个方程

　Mtt X
··

r + Ctt X
·

r + Ktt X r = - Mtt Ex
··

g (14)

　Mtt X
··
α + Ctt X

·
α + Ktt Xα = - αM tt Ex

·
g (15)

　Mtt X
··
β + Ctt X

·
β + Ktt Xβ = - βKtt Ex

·
g =βKts Ex

·
g

(16)

　　容易看出 ,式 (14) 是常被认可与采用的一致

加速度输入模型。应该指出式 (16) 中 , - Ktt E =

Kts E 恒成立。

不难发现 ,位移输入模型比加速度输入模型多
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了两项激励 - αM tt Ex
·

g 和βKts Ex
·

g 。不容否定 , Fr 的

存在会给计算结果带来影响。进一步 ,还应关心如

下三个问题 :这两项的存在 ,如何对结构响应产生

影响 ?产生的影响有多大 ?是否可被忽略 ?这应该决

定它们相对于 - Mtt Ex
··

g 的大小 ,即式 (17) 和 (18) 。

下面对此问题继续分析。令

γ =
- Mtt Ex

··
g +αM tt Ex

·
g

- Mtt Ex
··

g

=

- Mtt E ( x
··

g - αx
·

g )

- Mtt Ex
··

g
= E +α

x
·

g

x
··

g

(17)

η =
- Mtt Ex

··
g - βKts x

·
g

- Mtt Ex
··

g
= E +βKts Ex

·
g

M tt Ex
··

g

(18)

直观起见 ,实际结构在地面运动作用下的物理

模型 md 可分解为三个计算模型式 (14 ～ 16) 所对

应的物理模型 ma , mα和 mβ ,如图 1 所示。(1) 分析

γ:考虑实际 , 从统计角度分析 , 地震动 x
·

g 统计量

(如方差) 比相应 x
··

g 相应统计量值小得多[13 ] ,可考虑

- αM tt Ex
·

g 的影响 ,即与 - Mtt Ex
··

g 相比 , - αM tt Ex
·

g 可

被忽略。此时 , md 可进一步近似等效为 m a 和 mβ;

(2) 分析η:由式 (18) 可知 ,η不仅有关于 x
·

g 与 x
··

g ,

还决定于 Kts 和 M tt 。由于 Kts 中非零元表示耦合刚

度 ,其大小为结构底部单元的刚度 ,直接决定于物

理模型所对应的数值模型单元划分 ,即底部单元划

分越精细 (例如 :单元长度越短) ,其刚度越大 ,而此

时分母 Mtt 中相对应元素越小。根据矩阵论知识 ,

由此会导致式 (19) 计算不收敛 , 现象上会使得底

部单元内力 (如剪力) 出现不合理的急剧放大 , 这

与物理事实不相符。

lim
kts →+ ∞

M tt →0 +

η= lim
kts →+ ∞

M tt →0 +

E+βKts Ex
·

g

M tt Ex
··

g
= E+β

lim
kts →+ ∞

Kts Ex
·

g

lim
M tt →0 +

Mtt Ex
··

g

(19)

图 1 　位移输入模型等效分解示意图
Fig. 1 　Equivalent sketch of displacement input model

表 1 　数值模型单元划分及其参数

Tab. 1 　Finite element division of numurical

model and parameters

C1 (2、3) 单元等分数 n 自振周期 T1 / T2 ( S) 瑞利阻尼系数α/β

2 01 526/ 01 063 01 427/ 31 58e24

8 01 524/ 01 058 01 432/ 31 32e24

64 01 524/ 01 058 01 432/ 31 32e24

128 01 524/ 01 058 01432/ 31 32e24

256 01 524/ 01 058 01432/ 31 32e24

3 　问题提出的算例验证

上文从理论和物理角度 ,较为详细地分析了位

移输入模型存在的问题 ,由此会对计算结果产生不

容忽视的影响。本节通过图 2 所示算例对上述问题

进一步加以说明。材料与几何属性为 : 弹性模量

E = 210 E11 Pa ,密度ρ = 7850 kg/ m3 ,惯性矩 IC

= 3183e25 m4 , IB = 2112e24 m4 ,横截面积 A C = A B

= 6165e23 m3 , 其中下标 B 和 C 分别表示梁和柱 ;

考虑抗拉压、抗弯与抗剪 ,局部坐标系单元刚度矩

阵 ke 如式 (20) 所示 ;单元之间刚性连接 ,结构与地

面固接于 S1 , S2 和 S3 ;各根柱的单元划分情况及对

应的数值模型相关参数列入表 1 ,当 n > 8 时 ,改变

n 对结构自振周期与瑞利阻尼系数无影响 ; a , b , E1

和 E2 为单元划分后 C1 和 C2 顶部节点和支座附近

处单元 ,激励采用 El Cent ro 地震波 ,前 30 秒时程

如图 3 所示 ,容易看出 ,与加速度相比 ,位移统量值

(方差) 很小 ,所以方程求解采用 H H T 方法[15 ] 。

ke =

EA / l 0 0 - EA / l 0 0

12 EI/ l3 6 EI/ l2 0 - 12 EI/ l3 6 EI/ l2

4 EI/ l 0 - 6 EI/ l2 2 EI/ l

EA / l 0 0

Sym 12 EI/ l3 - 6 EI/ l2

4 EI/ l

(20)

311 　位移时程准确性检验

计算前 ,首先需要验证对加速度时程二次积分

并通过基线调整得到的位移时程准确性。为此 ,可

对零阻尼时图 2 中算例分析 , a 点相对地面位移和

E1 的剪力如图 4和图 5所示 ,其中 acc和 dis分别表

图 2 　算例模型示意图
Fig. 2 　Model sketch of numerical example
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图 3 　El Cent ro 波时程曲线 (1940)

Fig. 3 　Time history curves of El Cent ro (1940)

图 4 　节点 a相对地面的位移时程 ( n = 8)

Fig. 4 　Relative displacement of joint a
图 5 　E1 剪力时程 ( n = 8)

Fig. 5 　Shear force of E1

示一致加速度模型和位移输入模型 (以下同) 。从图

中可看出 ,反应曲线几乎重合 ,两者之差接近于零 ,

位移时程准确性得以验证。

312 　问题提出的数值验证

为使得上文提出的问题充分得以验证 ,有必要

分别单独考虑质量和刚度阻尼对计算结果的影响。

只考虑质量阻尼 (α≠0 ,β= 0) :限于篇幅 ,只

给出了 E1 的剪力和底部弯矩 ,如图 6 所示 ,最大相

对误差分别为 0135 %和 0114 %。由此算例 ,说明质

量阻尼对计算结果影响很小 ,上文对式 (17)γ的分

析得以验证 , 这时 m d 可近似等效为 m a 和 mβ。在

此 ,应该指出 ,质量阻尼对 acc 和 dis 分析结果相对

误差的影响与模型单元划分 ( n 取值) 无关 ,这一点

可从式 (17) 看出。

因此 ,这里只对 n = 8 时对应的数值模型分

析。

只考虑刚度阻尼 (α= 0 ,β≠0) 情况 :当 n取值

不同时 ,分别采用两种计算模型分析得到的结果如

图 7 所示。(1) 采用一致加速度模型 :由图 7 (a) 可

知 , n 取值不同时各曲线几乎重合 , 说明单元细分

对计算结果精度提高几乎无影响 ,或者说 ,对 n = 8

对应的数值模型分析即可。事实上 ,这一点通过表

1 已可判断 ; (2) 采用位移输入模型 : n 值直接影响

计算结果 ,而且随着 n 值增加 ( E1 单元刚度大) ,剪

力急剧增大 ,不仅与图 7 (a) 结果相差很大 ,而且不

具有收敛趋势。当 n 值继续增大时 ,剪力仍继续增

大且 E1 弯矩存在同样性质的现象 ,限于篇幅 ,均未

给出。然而 ,这不符合客观实际 ,即特定结构在确定

激励下的反应具有确定性。由此 ,进一步验证了上

文对式 (18)η的分析。

4 　AMCE方法的提出及其分析

理论模型之所以重要 ,不仅在它的基础性 ,还

在于其应用的广泛性。因此 ,有效解决上述问题 ,实

有必要。

411 　AMCE方法的提出

变换角度分析 ,允许 - βKts Ex
·

g 存在 ,只要“迫

使”其对结构不起作用即可。由上文可知 ,βKts E x
·

g
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图 6 　E1 剪力和弯矩比较 ( n = 8 ,β= 0)

Fig. 6 　Comparision of shear force and moment for E1 ( n = 8 ,β= 0)

图 7 　n 不同取值时 E1 剪力比较 (α= 0)

Fig. 7 　Comparision of E1 shear force for different n (α= 0)

作用位置始终为支座附近节点。现在 ,在支座节点

S 处再建立一附加单元并固结于地面 S 1 ,如图 8 所

示。同时 ,赋予该单元及与其连接的 S 和 S 1 节点三

个条件 : (1) 单元刚度 KA 足够大 ; (2) 无质量 , 即

Mss = 0 ; (3) 强制束缚 S , S1 地面运动过程中具有

相同位移 ,即

Xs = Xs1
(21)

方便起见 ,称该新建立的单元为附加无质量束缚元

AMCE(Appended Massless Const raint Element) ,

相应的建模方法称为 AMCE 法。此时 ,原结构成为

了 AMCE 法建立的新结构的子结构。这样处理 ,可

实现如下四个目的 :

[1 ]转移βKts Ex
·

g (此时 , Kts = KA ) 作用点 Q至

S ,而不作用于原结构 ; [2 ] 条件 (1) , AMCE可视为

刚性基础 ,不影响原结构的动力特性 ; [3 ] 条件 (3)

保证传递到原结构的激励不改变 ,仍为地面运动位

移 ; [4 ] 条件 (2) , 可使得作用在新结构 ma 的

- Mtt Ex
··

g 与原结构相同 ;否则 ,增加 S 处的非零节

点力 - Mss Ex
··

g 。

综上所述 , AMCE法建立模型使得βKts Ex
·

g 的

作用点进行移位 , 迫使βKts Ex
·

g 对于原结构处于

“有名无实”状态 , 与上述位移输入模型自身改进

方法是殊途同归 ,而不同的是它无需输入地面运动

速度时程 ,可降低计算量。此外 ,还保证了原结构的

动力特性、激励输入以及 ma 的作用不被改变。此

时 ,子结构的反应与原结构相同。

412 　AMCE法理论说明

411 节提出 AMCE法 ,并从物理角度进行了分

析。[1 ] , [3 ] 和 [4 ] 显然成立 ,本节只对 311 中 [2 ]

给出理论说明。

考虑新结构无阻尼自由振动平衡方程 :

Mtt M ts

Mst M ss

X
··

r
t

X
··

r
s

+
Ktt Kts

Kst - Kst + KA

Xr
t

Xr
s

=
0

0

(22)
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图 8 　AMCE 法模型的建立及其图解
Fig. 8 　Model establishment adopting AMCE met hod and illust ration

图 9 　采用不同输入模型计算 E1 剪力比较
Fig. 9 Comparision of E1 shear force for different input model

式中 Xrt ( s) , X
·

rt ( s) 和 X
··

rt ( s) 为新结构中节点相对地

面的位移 ,速度和加速度列向量 ,其中下标 t和 s 分

别表示新结构中原结构对应的非支座和支座节点。

令 Xr
t = Ate

iωt , Xr
s = Ase iωt = 0 ,由于 KA 足够

大使得 As = 0。此时 ,式 (22) 上式展开为

( - ω2 Mtt + Ktt ) At = 0 (23)

上式是数学意义上的齐次方程组 ,是物理意义上的

原结构无阻尼自由振动平衡方程。因此 ,可认为采

用 AMCE 方法建立的计算模型 ,其自振特性的实

质体现同于原结构。换言之 ,原结构自振特性未被

改变。

5 　AMCE法的算例验证

本节对图 2 算例采用 AMCE 法数值建模 ,并

采用位移输入模型分析 ,将其计算结果与采用一致

加速度模型对原结构计算结果相比较 ,以验证这一

方法的计算精度。

AMCE属性 :长 (宽) 和高分别为 L = W = 3 m ,

h = 011 , E = 210e11 Pa ,以保证其刚度足够大 ,同

时赋予新结构对应的原结构支座节点 S1 , S2 和 S3

的质量为零 ,计算得到自振周期见表 2。从保留的

有效数字可看出 ,计算结果与表 1 完全相同 ,说明

赋予AMCE刚度满足要求。四种工况 , E1 剪力时程

如图 9 所示 ,最值比较见表 3。容易看出 ,曲线几乎

重合 ,最值相差不超过千分之二 ,说明 AMCE 法具

有令人满意的计算精度。

表 2 　AMCE 法建立的新结构自振周期

Tab. 2 　Nat ural vibtation period of the new

st ruture adopting AMCE met hod

C1 (2、3) 单元
等分数 n

2 8 64 128 256

自振周期
T1 / T2 ( S)

01526/ 01063 01524/ 01058 01524/ 01058 01524/ 01058 01524/ 01058

表 3 　采用不同输入模型对新结构和原结构

计算 E1 剪力最值比较

Tab. 3 　Comparision of E1 force for new structure

and original structure adopting different input model

工 况 输入模型 E1 剪力 (N) / 时刻 ( s) 误差 ( %)

a

b
n = 64

acc

dis (AMCE)

146561 15/ 91 06

146741 42/ 91 06
01125

c

d
n = 256

acc

dis (AMCE)

146561 19/ 91 06

146741 43/ 91 06
01124

6 　进一步说明

在此 ,有必要作几点解释 : (1) 文献[9 ,11 ,16 ]

明确指出 ,只选取质量或刚度阻尼将导致与结构振

型阻尼比大体相同这一实验结果不一致。因此 ,若

不采用刚度而只采用质量阻尼而避免βKts Ex
·

g 存
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在的方法受到限制 ; (2) 文中对动反应 XI 视为有

X r , Xα和 Xβ三部分组成 ,进而将式 (13) 可分解为

式 (14) , (15) 和 (16) ,是需要结构处于线性范围作

为前提条件的 ,而之所以如此分析 ,只为更便于理

解和解释。(3) βKts Ex
·

g 始终与结构底部单元刚度

相关 ,若不赋予地面运动过程中 Xs = Xs1 这一条

件 , Xs 与 Xs1 会存在差异βEx
·

g ,从而在理论上不能

保证输入到子结构的激励仍为地面运动。

7 　结 　语

(1) 首先分析了当前位移输入模型中存在的

不容忽视的问题 ,进而明确指出了βKts Ex
·

g 项会导

致结构底部单元内力 (如剪力) 的不稳定性与不合

理性。

(2) 为解决上述问题 , 提出了 AMCE 解决方

法。该方法不仅物理概念清晰、实用易行 ,而且具有

足够的计算精度。
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Problem inherent in displacement input model for calculating

structural responses under earthquake ground motion and

an effective solution method called AMCE

L IU Guo2huan 3 , 　L I Hong2nan , 　GUO 　Wei

(School of Civil & Hydraulic Engineering , Dalian University of Technology , Dalian 116024 , China)

Abstract : An effective method called Appended Massless Const raint Element (AMCE) met hod is p resen2
ted and proposed , which is adopted to set tle t he p roblem , easy but not to be neglected , inherent in t he

displacement inp ut model for calculating t he st ructural responses under eart hquake2induced ground mo2
tion. Based on the comprehensive and intensive analysis of t he displacement inp ut model in t his paper , it

point s out explicitly t hat there is t he unstability and ext reme irrationality of t he calculation result s while

adopting t he displacement inp ut model. To solve the problem , t he RMCE met hod is p resented. Then ,

t he rationality and accuracy of the p roposed met hod are f urt her verified. Theoretical analysis and numer2
ical result s demonst rate t hat t he p roposed method is simple , feasible and possesses high accuracy.

Key words :Rigid Massless Const raint Element ; eart hquake2induced ground motion ; displacement inp ut

model

(上接第 861 页)

Solution to free vibration of Euler beam and girder

system with Element2Free Galerkin method

WU Chen 3 1 , 　ZHOU Rui2zhong2

(1. Department of Civil Engineering , Fujian University of Technology , Fuzhou 350007 , China ;

2. School of Civil Engineering , Fuzhou University , Fuzhou 350002 , China)

Abstract : Generalized moving least square method is t he theoretical basis of a new Element2Free Galer2
kin ( EF G) double2variable approximation. Deflection and angle of rotation are bot h considered in t he

new met hod. Mass mat rix and stiff ness mat rix of Euler beam are established wit h EF G and f ree vibra2
tion is analyzed. Dynamic characteristics of three Euler beams with different boundary conditions are cal2
culated. It indicated t hat double2variable approximation has smaller interpolation error than single2varia2
ble approximation , and it is more accurate t han FEM of higher2order modes. Wit h t rial method , scale of

influence radius is discussed and then 315 is regarded as it s reasonable values. Based on Euler beam , f ree

vibration of girder system is calculated wit h EF G and t he accuracy in complex model is shown.

Key words : Element2Free Galerkin Met hod ; Euler beam ; girder system ; f ree vibration ; scale multiplier
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