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摘 要: 为注记和揭示底部单元为非经典阻尼下位移输入模型与多点反应谱的准确性与稳定性，本文涉及理论推导与

计算分析两个层面． 讨论了在时域模型中底部单元分别为经典与非经典阻尼的区别，在时域模型的基础上推导给出底部

单元为非经典阻尼时多点反应谱公式，并通过算例验证． 分析结果表明: 底部单元为非经典阻尼时，位移输入模型不会出

现底部单元刚度有关的阻尼项; 理论上证明了在底部单元为非经典阻尼下位移输入模型和多点反应谱不存在结果不收

敛问题; 验证了底部单元为非经典阻尼下，采用位移输入模型计算结果的准确性和稳定性．
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Abstract: To note and proclaim the accuracy and stability of displacement input model and multiple support
response spectrum( MSＲS) when non-classical damping in bottom element is adopted，this paper involves in
two aspects-theoretical derivation and calculation analysis． The difference of time-domain model between
classical and non-classical damping in bottom element is discussed． On the basis of time-domain model，the
formula of MSＲS is given and deduced，and it is verified by a numerical example． The derivation and analysis
show that the stiffness-related damping term in bottom element does not appear in the displacement input
model，the displacement input model and MSＲS do not have problems of non-convergence，and the accuracy
and stability of the displacement input mode is verified．
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地震反应谱理论由于考虑了结构的动力特性

与地震特性之间的动力关系，又保持了原有的静

力理论形式，因而反应谱理论在地震工程中得到

广泛使用［1］． 传统的反应谱理论为一致激励情况

下的反应理论，它的主要优点在于形式简洁、概念

清晰、应用方便，对于一般性结构，可取得较高精

度结果，已为多个国家规范所采用［2］． 然而，地震

地面的运动往往具有不均匀性，在本质上是随空

间变化的，由于波列传播速度的有限性和相干性

的损失，以及局部场地地质的不同，会导致各支承

点的地震激励出现显著差异［3］． 因此地震动的多

点输入模型与一致输入情形存在差别，这对于大

跨结构而言更为明显． 当前，地震动多点输入下的

结构反应分析已成为抗震工程界的研究热点之

一． 其 中，根 据 随 机 振 动 理 论 推 导 出 的 MSＲS
( multiple support response spectrum) 理论表达式，



计算快、方便使用，常用于工程结构设计中．
近年来，学者们在 MSＲS 法方面做了许多研

究． Yamamura 等［4］将结构各支承点根据空间分布

和场地地质情况分为若干组，假定每组支承点之

间为完全相关，而组与组之间为不相关，在此基础

上提出了一种近似的反应谱分析方法，该方法无

法考虑行波效应和部分相干效应的影响． 王君

杰［5］推导出了一般阻尼结构体系在多维多点地

震动作用下的结构响应的 MSＲS 法． 叶继红等［6］

提出了基于虚拟激励原理建立了多点反应谱法，

指出结构地震动反应由地面各点输入位移不一致

引起的拟静力响应、地面加速度作用下引起的动

力响应和二者之间的耦合项组成，具有公式形式

简洁、物理意义明确、理论严谨的特点． 本文作者

也进行了相关研究，文献［7］全面详细地分析了

位移输入模型存在底部单元计算结果的不稳定和

不可靠，并提出了理论严格的附加无质量刚性元

( AMCE) 实效对策． 文献［8］指出模型底部单元的

耦合刚度其大小为底部单元刚度，直接决定于物

理模型所对应的数值模型单元划分，这会导致计

算结果不收敛． 文献［8 － 9］处理问题方法的巧妙

性在于没有引入地面运动的速度项，仍采用位移

输入模型本身解决位移输入模型中存在不可忽视

的问题．
本文对位移输入模型进行较为详细地分析与

比较，明确指出在时域模型中采用底部单元为经

典与非经典阻尼的差别; 进而推导得出了底部单

元为非经典阻尼在时域模型中表达式与多点反应

谱中结构反应表达式，证明了底部单元为非经典

阻尼时位移输入模型与多点反应谱不存在不收敛

问题; 最后，对底部单元为非经典阻尼的位移输入

模型，结合算例进行了验证与说明．

1 理论简要回顾

在绝对坐标系下，一离散单元的结构体系与

地面连接，将其自由度分为两类: n 个非支座节点

自由度与 m 个支座节点自由度． 地震地面运动作

用下，该体系的动力平衡方程可表达为

Mtt

M
[

ut

Mtu

M
]

uu

Ẍ
¨{ }U +

Ctt

C
[

ut

Ctu

C
]

uu

X
{ }U +

Ktt

K
[

ut

Ktu

K
]

uu
{ }XU = 0{ }P ．

( 1)

式中: M、C 和 K 表示质量、阻尼和刚度矩阵; 下标

tt、uu 和 tu( ut) 分别表示非支座节点、支座节点自

由度及两者之间的耦合，大小分别为 n × n、m ×
m、n × m( m × n) 维; X、X 和 Ẍ 为绝对坐标系下非

支座节点的位移、速度和加速度反应列向量; U、U

和 Ü 为绝对坐标系下支座节点的位移、速度和加

速度反应列向量，即支座处地面运动向量; P 为 m
维支座节点反力向量．

将式( 1) 中上式展开并考虑集中质量，可得

到关于 X、X 和 Ẍ 的动力平衡方程:

MttẌ + Ctt
X + KttX = － Ctu

U － KtuU． ( 2)

上式即为位移 － 速度输入模型． 这时，将结构

非支座节点的绝对位移分为两部分表达:

X = Xd + Xs ． ( 3)

考虑拟静力位移 Xs = － K －1
tt KttU = ＲU，Ｒ为

影响矩阵． 若将位移 － 速度模型式( 2) 中的阻尼

项 Ctu
U 忽略:

MttẌ + Ctt
X + KttX = － KtuU， ( 4)

或

MttẌ
d + Ctt

Xd + KttX
d = － MttＲÜ － CttＲ U －

( KttＲU + KtuU) = － MttＲÜ － CttＲ U．

( 5)

式( 4) 即为位移输入模型，式( 5) 为位移输入

模型的等价表达式．

2 底部单元为经典与非经典阻尼模
型差别的讨论与注记

底部单元为经典与非经典阻尼模型对比，如

图 1 所示． 在时域模型中，针对式( 5 ) 中的底部单

元阻尼项，传统的方法选择采用经典阻尼中的

Ｒayleigh 阻尼( 结构的阻尼矩阵是质量矩阵和刚

度矩阵的线性组合) ，而本文引入的底部单元为

非经典阻尼则是由自身性质所决定的．
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图 1 经典阻尼与非经典阻尼对比

若考虑经典阻尼 ( 以 Ｒayleigh 阻尼为例 ) ，

C = αM + βK．
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式中: m 为集中质量，k 为刚度系数，c 为阻尼系

数，α和 β 分别为 Ｒayleigh 阻尼的质量阻尼系数和

刚度阻尼系数．
则式( 5) 可改写为

MttẌ
d + Ctt

Xd + KttX
d = －MttＲÜ － αMttＲU － βKtu

U ．
( 8)

在经典阻尼下，基于位移输入模型导出的

MSＲS，存在不容忽视的问题，即底部单元内力随

单元逐步细分出现不收敛不合理的现象，这是因

为时域内位移输入模型本身右端存在 βKtu
U 项所

致． 这点已在文献［8］中被充分证实与说明: 模型

底部单元的耦合刚度Ktu 其大小为底部单元刚度，

直接决定于物理模型所对应的数值模型单元划

分，如随着底部单元数值模型单元划分得越密，会

导致计算结果不收敛，表现为底部单元内力出现

不合理的放大，与物理实际不相符．
若考虑底部单元为非经典阻尼，结构的阻尼

矩阵 C 不能由质量矩阵 M 与刚度矩阵 K 线性

表示．

Mtt =
M*

tt

m[ ]
n

，

Ktt =
K*

tt

kn－1 + k[ ]
n

，

Ctt =
C*

tt

c[ ]
n













 ．

( 9)

式中非底部单元的阻尼仍可用经典阻尼表示，如

C*
tt = αM*

tt + βK*
tt ，矩阵表达形式见式( 7) ． 底部

单元阻尼 cn 为非经典阻尼由自身性质决定，并不

能由 mn 与 kn－1 + kn 线性表示，故整体阻尼矩阵Ctt

不能表达为质量矩阵 Mtt 与刚度矩阵 Ktt 的线性

表示．
则式( 5) 可改写为

MttX
··

d + CttX
·

d + KttX
d = － MttＲU

··
－ CttＲU

·
． ( 10)

对比式( 8) 和( 10) ，可发现由于底部单元为

非经典阻尼，式 ( 10) 等式右端不会出现 βKtu
U

项，也就不存在刚度 Ktu 的影响，从而不会出现如

经典阻尼所导致式( 8) 对应模型出现的上述不收

敛等问题，符合实际物理模型，并具有严格的理论

意义．

3 底部单元为非经典阻尼位移时域
模型的结构反应表达式

本节基于文献［10 －11］的思路，从位移输入模

型推导底部单元为非经典阻尼时，结构时域反应计

算公式． 为得到多点反应谱表达式，需要对式( 5) 振

型分解． 令 yi 为广义坐标，Xd = ∑
i
φi yi，可得:

ÿi + 2ξiωi yi + ω2
i yi = －

φT
i MttＲ
M*

i
Ü －

φT
i CttＲ
M*

i

U，

( 11)

式中: ξi 和 ωi 分别为第 i 阶振型的阻尼比和圆频

率; M*
i = φT

i Mφi，表示第 i 阶振型的广义质量． 此

时的 Ctt 为非经典阻尼; 与之相对，若 Ctt 为经典阻

尼( 即 Ｒayleigh 阻尼) ，等式右端会出现
φT

i βKtu

M*
i

U

项，就会出现 2 节中所讨论的问题． 当在底部单元

为非经典阻尼时，ξi 包含了两部分: 上部经典阻尼

部分的 ξi1 与底部单元非经典阻尼部分的 ξi2，即

ξi1 + ξi2 ．
令

Ｒ = ［r1…rk…rm］
T， ( 12)

pki = －
φT

i Mttrk
M*

i
，qki = －

φT
i Cttrk
M*

i
． ( 13)

式中 rk 表示 Ｒ 的第 k 列向量．
将式( 12) 和( 13) 代入式( 11) 中，可得:

ÿi + 2ξiωi yi + ω
2
i yi =∑

m

i
pki ük ( t) +∑

m

i
qki uk ( t) ，

( 14)

式中 U = u1 ( t) … uk ( t) … um ( t[ ]) T ．

令

yi = yip + yiq， ( 15)
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则 ÿip + 2ξiωi yip + ω2
i yip = ∑

m

i
pki ük ( t) ，( 16)

ÿiq + 2ξiωi yiq + ω2
i yiq = ∑

m

i
qki uk ( t) ． ( 17)

考虑阻尼比为 ξi，圆频率为 ωi 的单位质量单

自由度体系，分别受 ük ( t) 和 uk ( t) 激励，其运动

方程可分别表示为:

s̈kip + 2ξiωi skip + ω2
i skip = ük ( t) ， ( 18)

s̈kiq + 2ξiωi skiq + ω2
i skiq = uk ( t) ， ( 19)

yip = ∑
m

k = 1
pki skip，yiq = ∑

m

k = 1
qki skiq， ( 20)

yi = ∑
m

k = 1
pki skip +∑

m

k = 1
qki skiq ． ( 21)

根据有限元知识，结构反应 ( 例如: 内力、应

力和应变) ，可表示如下:

r( t) = x( t) = ［xs ( t) + xd ( t) ］ = HTＲu +

∑
m

k =1
∑

n

i =1
HTφipkiski( t) +∑

m

k =1
∑

n

i =1
HTφiqkiski( t) =

∑
m

k =1
akuk( t) + ∑

m

k =1
∑

n

i =1
bkiski( t) +

∑
m

k =1
∑

n

i =1
ckiski( t) ． ( 22)

式中系数 ak、bk 和 ck 可表示为

ak = HTrk，k = 1，…，m;

bki = HTφi pki，k = 1，…，m; i = 1，…n;

cki = HTφi qki，K = 1，…，m; i = 1，…n．
式中 H 表示反应转换向量，例如: 刚度矩阵、应力

矩阵和应变矩阵． 为了指出系数 ak、bki 和 cki 在底

部单元为经典与非经典阻尼的表达式的不同，

表 1 给出了二者的对比． 可以看出，系数 ak、bki 的表

达式一样，cki 的表达式不同，体现了二者的差异．
表 1 系数在底部单元为经典与非经典阻尼表达式对比

底部单元阻尼类型 经典阻尼 非经典阻尼

ak HT rk HT rk

bki － HTφi
φT

i Mtt rk
M*

i
－ HTφi

φT
i Mtt rk
M*

i

cki －
φT

i ( αMtt + βKtt ) rk
M*

i
－
φT

i Ctt rk
M*

i

4 底部单元为非经典阻尼时域模型
对应的多点反应谱

4. 1 底部单元为非经典阻尼位移输入模型对应

的多点反应谱的表达式

基于 3 节中导出的式( 22) ，本节根据随机振

动理论，有下式成立:

Sr(ω) = Sa
r (ω) +2∑

m

k =1
∑

m

l =1
∑

n

j =1
akcljHj( － iω) Sukul( iω) +

2∑
m

k =1
∑

m

l =1
∑

n

i =1
∑

n

j =1
bkicljHi ( iω) Hj ( － iω) Sük ul ( iω) +

∑
m

k =1
∑

m

l =1
∑

n

i =1
∑

n

j =1
ckicljHi( iω) Hj( － iω) Sukul( iω) ． ( 23)

式中

Sa
r ( ω) = ∑

m

k = 1
∑

m

l = 1
akalSukul ( iω) +

2∑
m

k = 1
∑

m

l = 1
∑

n

j = 1
akbljHj ( － iω) Sukül ( iω) +

∑
m

k = 1
∑

m

l = 1
∑

n

i = 1
∑

n

j = 1
bkibljHi ( iω) Hj ( － iω) Sükül ( iω) ．

( 24)

式中: 传递函数 Hi ( iω) = ［ω2
i － ω2 + 2iξiωiω］－1 ;

Sxy ( iω) 表示随机过程 x 和 y 的互谱密度，“iω”中

的 i 表示虚数单位 －槡 1 ． 底部单元为经典阻尼与

非经典阻尼位移输入模型对应的多点反应谱的表

达式中系数的异同点，见表 2．
对式( 23) 两边在 ω∈ ( － ∞，+ ∞ ) 上进行

积分，可得到结构反应方差的表达式:

σ2
r = σ2

ra + 2∑
m

k = 1
∑

m

l = 1
∑

n

j = 1
akcljρuksljqσukσsljq +

2∑
m

k = 1
∑

m

l = 1
∑

n

i = 1
∑

n

j = 1
bkicljρskipsljqσskipσsljq +

∑
m

k = 1
∑

m

l = 1
∑

n

i = 1
∑

n

j = 1
cki cljρskipsljqσskiqσsljq ． ( 25)

σ2
ra = ∑

m

k = 1
∑

m

l = 1
akalρukulσukσsljq +

2∑
m

k = 1
∑

m

l = 1
∑

n

j = 1
akbljρuksljpσukσsljp +

∑
m

k = 1
∑

m

l = 1
∑

n

i = 1
∑

n

j = 1
bkbljρskipsljpσskipσsljp ． ( 26)

式中

σ2
uk = ∫ +∞

－∞ Sukuk ( ω) dω，

σ2
skiq = ∫ +∞

－∞ | Hi ( iω) | 2S uk uk ( ω) dω，

σ2
skip = ∫ +∞

－∞ | Hi ( iω) | 2Sükük ( ω) dω













．

( 27)

式中 Sukuk ( ω) 、S uk uk ( ω) 和 Sükük ( ω) 分别表示结构

第 k 个支撑位置的地面运动的位移、速度和加速

度功率谱密度函数．
表 2 系数在底部单元为经典与非经典阻尼多点反应谱

表达式中的对比

底部单元

阻尼类型
经典阻尼 非经典阻尼

ak、bki、cki 见表1 见表1

Hi ［ω2
i － ω2 + 2iξiωiω］－1 ［ω2

i － ω2 + 2i( ξi1 + ξi2 ) ωiω］－1
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4. 2 底部单元为非经典阻尼时位移与加速度输

入多点反应谱差别的讨论

文献［10］已详细论述了对于经典阻尼结构

体系下，位移输入模型的多点反应谱( D － MSＲS)

与加速度输入模型的多点反应谱( A － MSＲS) 区

别． 本节将在此基础上，讨论二者在底部单元为非

经典阻尼结构体系下的差别．
式( 23) 为底部单元为非经典阻尼导出的 D

－ MSＲS 表达式． 其与 D － MSＲS 相比，不难发现

两点: ( 1) 由于加速度输入时域模型中，忽略等式

右边的阻尼项，故右端不会出现 Ctt 项，体现在 A
－ MSＲS 中表现为 cki = 0，其中 cki 的具体表达式

见表 1，即可得 A － MSＲS 多点反应谱表达式为式

( 24) ; ( 2) 由于加速度输入时域模型中，右端不出

现 Ctt 项，在底部单元为非经典阻尼时，底部非经

典阻尼项不会在该时域模型等式右端中出现，体

现在 A － MSＲS 中表现为仅体现在传递函数 Hi．
为了清晰起见，表 3 给出了二者之间的差别． 后面

的底部单元为非经典阻尼的算例将进一步说明．
表 3 两种多点反应谱表达式的对比

多点反应谱名称 D － MSＲS A － MSＲS

谱分析表达式 Sr ( ω) Sa
r ( ω)

分析比较 cki ≠ 0 cki = 0

非经典阻尼体现在 cki、Hi Hi

5 算例验证
5. 1 算例与相关参数

第 3 节基于位移输入模型，推导给出了时域

模型的表达式; 第 4 节通过推导给出了底部单元

为非经典阻尼多点反应谱的表达式( D － MSＲS) ．
为验证时域位移输入模型理论分析的合理性，下

面给出底部单元为非经典阻尼的算例，并与经典

阻尼进行对比分析．
算例模型如图 2 所示，其中包括底部单元为经

典阻尼模型和非经典阻尼模型． 图 2( a) 为经典阻

尼模型，底部单元为经典阻尼，采用 Ｒayleigh 阻尼;

图 2( b) 为非经典阻尼模型，底部单元为非经典阻

尼，采用非经典阻尼单元，阻尼为非经典阻尼单元

确定． 各个构件( 包括单元刚度) 、节点以及相关参

数表示，所有参数均在 SAP2000( V15. 1. 1 新版本)

中完成输入． 方便起见，只考虑水平 X 向平动有效

自由度，结构体系受到 El Centro( 1940NS) 地震波

的作用，地震地面加速度计录 ( Δt = 0. 02 s) 与积

分得到的地面运动位移时程如图 3 所示．
根据模型的前两阶圆频率 ω1 = 3. 104 rad /s

和 ω2 = 23. 732 rad /s，以及振型阻尼比 ξ1 = ξ2 =
0. 05，可得 Ｒayleigh 阻尼 的 质 量 阻 尼 系 数 α =
1. 745 3 和刚度阻尼系数 β = 5. 659 × 10 －4 ．
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图 2 算例模型示意
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( b) 位移时程曲线

图 3 El Centro 地震波加速度与位移时程曲线
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5. 2 底部单元为经典与非经典阻尼的时域位移

输入模型验证与对比

本节目的主要有二: ( 1 ) 通过算例进一步验

证底部单元为非经典阻尼时，时域位移输入模型

的合理性与稳定性; ( 2 ) 通过对比底部单元为经

典阻尼与非经典阻尼的时域位移输入模型，证明

上述理论推导的严谨性． 研究主要分 3 种底部单

元长度 ( d = 0. 3，d = 0. 03，d = 0. 003，单位: m)

情形，考察支座底部单元的剪力时程和标准差．
图 4 给出了在经典阻尼与底部单元为非经典

阻尼情况下，采用位移输入模型对文中算例进行

时程计算的结果． 由图 4 ( a) 可以看出: 随着底部

单元的长度 d 越来越小，经典阻尼计算结果不同

且差异较大，底部单元剪力出现不稳定不收敛，定

性地证明本文 2 节所指出的问题． 与之相比，图 4
( b) 说明了底部单元为非经典阻尼计算结果的稳

定性，底部单元剪力并未出现不收敛，计算结果与

理论推导很好吻合． 图 5 给出了在经典阻尼与底

部单元为非经典阻尼情况下，采用一致加速度输

入模型与位移输入模型对文中算例进行计算结果

比较． 由图 5( a) 可以看出: 经典阻尼情况，以一致

加速度输入模型为标准，位移输入模型与之相差很

大，说明其计算结果具有不合理不稳定性． 与之相

比，图 5( b) 说明了底部单元为非经典阻尼计算结

果的稳定性，一致加速度输入与位移输入的结果吻

合得很好，进一步证明了其理论的合理性．
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( b) 底部单元为非经典阻尼底部剪力时程
图 4 不同底部单元长度的底部单元剪力时程
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( b) 底部单元为非经典阻尼底部剪力时程 ( d = 0. 03)
图 5 两种阻尼类型加速度与位移模型的底部剪力时程对比
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表 4 给出了两种阻尼的支座剪力的标准差与

误差分析( 以一致加速度为标准) ． 底部单元为经

典阻 尼 的 计 算 结 果 的 误 差 分 别 为 125% ( d =
0. 3) ，294% ( d = 0. 03) 和 1 572% ( d = 0. 003) ，

定量地说明了其不可靠性与不稳定性，更进一步

证明本文 2 节所指出的问题． 与之相比，底部单元

为非经典阻尼的计算结果的误差分别为 0. 362%
( d = 0. 3) ，0. 012% ( d = 0. 03) 和 0. 013% ( d =
0. 003) ． 这不仅说明本文讨论模型的有效性与准

确性，也说明了其计算结果的合理性与稳定性，具

有一定的工程借鉴意义． 应该说明，本文之所以引

用文献［7 － 8］所讨论的底部单元阻尼类型为经

典阻尼时不可靠结果，目的是对比说明非经典阻

尼时不存在相应现象．
此处，底部单元为非经典阻尼位移输入的时

域模型理论分析与数值算例已经清晰且有力地说

明了本文所指出的问题． 同时，基于位移输入模型

的多点反应谱理论公式已给出并证明，相关算例

结果与时域模型类似，由于篇幅有限，不再繁冗

陈述．
表 4 采用两种阻尼类型的底部单元剪力的标准差与误差分析

分析工况
加速度输入模型

标准差 /106N

经典阻尼 D － MSＲS

标准差 /106N 误差 /%

非经典阻尼 D － MSＲS

标准差 /106N 误差 /%

d = 0. 3 1. 106 2. 486 125 1. 110 0. 362
d = 0. 03 1. 110 4. 371 294 1. 110 0. 012
d = 0. 003 1. 110 18. 560 1 572 1. 110 0. 013

6 结 论

1) 针对底部单元为经典阻尼与非经典阻尼

的位移输入模型区别进行了分析讨论，指出底部

单元为非典阻尼时，位移输入模型不出现底部单

元刚度相关的阻尼项，故底部单元剪力不存在不

收敛问题，并证明了其理论上的合理性．
2) 在时域模型的基础上，推导给出了底部单

元为非经典阻尼的多点反应谱位移输入模型的表

达式( D － MSＲS) ，同时指出底部单元为非经典阻

尼的 D － MSＲS 与 A － MSＲS 的异同．
3) 最后，通过算例验证了底部单元为非经典

阻尼下采用位移输入模型计算结果的有效性和稳

定性，这一点不同于底部单元为经典阻尼的位移

输入模型，具有工程借鉴意义．
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