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摘要　在 多 点 地 震 输 入（差 动 输 入）计 算 模 型 中，时 域 或 频 域 分 析 均 会 涉 及 到 一 个 重 要 参 数，即 影 响 矩 阵Ｒ＝

－Ｋ－１ｔｔ Ｋｔｓ。定性揭示了Ｒ的数学和物理意义，定量论证Ｒ的固有特征，并给予图解说明和算例 论 证，证 明 由Ｒ计 算

得到的拟静力响应在数学意义层面独立于结构的动力反应，而在物理意义层面二者并非相互独立而存在。
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引　言

由于局部场地土、行波和相干效应等因素影响，
构造地震或泄洪诱发地震所导致的地表运动往往具

有较为复杂的随机性和不均匀运动特征，这在激励

上表现为差动，又称多点地震动。长距离大跨结构

（如大坝、斜拉桥、悬索桥、输电塔－线体系以及地下

连廊作为连体的地下大空间和地上建筑群体）对这

种激励相对敏感。各个支座受到波形不同或时间先

后的地震作用时结构反应是一个“多点激励”问题。
在线性的地震反应分析中，可以先分别计算每一支

单独承受地震输入所引起的反应，进一步采用叠加

方式得到结构总响应［１］。地震地面多点输入作用下

的结构反应分析涉及到两个概念，即动力反应和拟

静力反应［２－６］。直接计算这两种结构 反 应 所 采 用 的

计算模型（时域模型及其相应的频域模型）中会用到

一个矩 阵 参 数，即 影 响 矩 阵Ｒ＝－Ｋ－１
ｔｔＫｔｓ［７－９］。通 过

该矩阵Ｒ和支座位置的不均匀输入向量Ｘｇ 等可以

计算结构的拟静力和（或）动力反应［２－５］。然而，纯粹

数学的计算容易造成物理意义被忽略甚至误解。揭

示Ｒ的内在 本 质 对 于 认 知 和 掌 握 多 点 地 震 计 算 具

有理论和现实意义。
基于以上考虑，笔者首先定性揭示了参数矩阵

Ｒ＝－Ｋ－１
ｔｔＫｔｓ的数学和物理意义，定量给出并论证了

该矩阵的固有特性，并结合一般情形和多点输入的

特殊情形（一致输入情形）给出图解说明，最后通过

典型算例进 一 步 给 出 计 算 结 果，以 验 证 所 持 观 点。

此外，为了明确说明拟静力响应与动力响应是结构

绝对反应同时存在的两部分而并非独立存在，还注

记并强调了在数学意义层面上拟静力反应与结构动

力反应具有独立性，而在物理意义层面只是便于理

解的两部分，是同时存在但并非相互独立的。笔者

对于多 点 地 震 输 入 计 算 模 型 中 的 参 数 矩 阵Ｒ＝

－Ｋ－１
ｔｔＫｔｓ作了专门说明、论述和论证，所揭示的内容

可帮助多点输入计算模型的理解和应用，以避免对

相关概念的误解和误用。

１　影响矩阵Ｒ相关的数学模型

１．１　影响矩阵Ｒ的数学模型应用

　　影响矩阵具有不可或缺的作用，通过式（１）中的

影响矩阵Ｒ可在时域内直接求解结构的动力反应，

如式（２）、式（３）和式（４）所示

Ｘｐｓ ＝－Ｋ－１ｔｔＫｔｓＸｓ ＝ＲＸｓ （１）

Ｍｔｔ̈ＸＩ＋ＣｔｔＸＩ＋ＫｔｔＸＩ ＝
　－ＭｔｔＲ̈Ｘｓ－ＣｔｔＲＸｓ－（ＫｔｔＲＸｓ＋ＫｔｓＸｓ）－ＣｔｓＸｓ ＝
　－ＭｔｔＲ̈Ｘｓ－αＭｔｔＲＸｓ （２）

其中：Ｍ，Ｃ和Ｋ 为质量矩阵、阻尼矩阵和刚度矩阵，

下标ｔｔ，ｓｓ和 （ ）ｔｓ　ｓｔ 分别表示非支座节点、支座节点

自由度及其两者之间的耦合；ＸＩ，ＸＩ 和Ｘ̈Ｉ 为非支座

节点的位移、速度和加速度动力反应列向量；Ｘｓ，Ｘｓ
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和Ｘ̈ｓ 为支座节点输入的位移、速度和加速度已知列

向量，即支座处地 面 运 动 向 量；Ｘｐｓ为 拟 静 力 反 应 列

向量；α为质量阻尼系数；Ｒ为影响矩阵。
式（２）为位移 －速度输入模型的等价表达方式。

将位移 －速 度 模 型 式（２）中 阻 尼 项ＣｔｓＸｓ 忽 略，即 为

如式（３）所示的位移输入模型

Ｍｔｔ̈ＸＩ＋ＣｔｔＸＩ＋ＫｔｔＸＩ ＝
　－ＭｔｔＲ̈Ｘｓ－ＣｔｔＲＸｓ－（ＫｔｔＲＸｓ＋ＫｔｓＸｓ）－ＣｔｓＸｓ ＝
　－ＭｔｔＲ̈Ｘｓ－αＭｔｔＲＸｓ－βＫｔｓＸｓ （３）

　　将式（３）中输入项ＣｔｔＲＸｓ 与ＣｔｓＸｓ 项忽略，即为

加速度输入模型

Ｍｔｔ̈ＸＩ＋ＣｔｔＸＩ＋ＫｔｔＸＩ ＝－ＭｔｔＲ̈Ｘｓ （４）

　　不限于时域分析，采用多点反应谱计算模型可

求解结构反应方差，如式（５）所示位移－速度－多点反

应 谱 （ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ　ｖｅｌｏｃｉｔｙ－ｍｕｌｔｉｐｌｅ　ｓｕｐｐｏｒｔ　ｒｅ－
ｓｐｏｎｓｅ　ｓｐｅｃｔｒｕｍ，简 称 ＤＶ－ＭＳＲＳ）、表 达 形 式 同

式（５）的 Ｄ－ＭＳＲＳ（ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ－ｍｕｌｔｉｐｌｅ　ｓｕｐｐｏｒｔ
ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｓｐｅｃｔｒｕｍ）（ｂｋｉ与ｃｋｉ替 换 为ｂｄｋｉ和ｃｄｋｉ）以 及

式（６）所示 的 Ａ－ＭＳＲＳ。这 些 模 型 均 涉 及 到Ｒ 的

计算。
基于式（２）导 出 如 式（５）所 示 的ＤＶ－ＭＳＲＳ，基

于式（４）导 出 如 式（６）所 示 的 Ａ－ＭＳＲＳ以 及 基 于

式（３）的Ｄ－ＭＳＲＳ
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其中：ａｋ＝ΗＴｒｋ；Η 为 反 应 转 换 向 量，如 刚 度 矩 阵、
应力矩 阵 和 应 变 矩 阵；ｒｋ 为 影 响 矩 阵 的 第ｋ 个 列

向量。

Ｒ＝ ［ｒ１…ｒｋ…ｒｍ］Ｔ　（ｋ＝１，２，…，ｍ） （７）

１．２　Ｒ矩阵元素的具体表达

多点激励下支座之间产生差动效应，上部结构

的绝对位移 组 成 较 为 复 杂，从 而 引 入 了“拟 静 力 位

移”与“动位移”概念，巧妙地将绝对位移利用以上两

种位移表达，对于分析结构响应具有重要意义。拟

静力分析中引入“影响矩阵”，将支座位移采用静力

学方法施加产生的结构位移为

Ｋｔｔ Ｋｔｓ
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Ｘ
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其中：ｆｓｇ 为利用静力学方式施加随时间变化的位移

Ｘｇ 所需要的支座反力向量。
继续将式（８）涉及到自由度Ｘｔ 方程展开，并只

考虑拟静力Ｘｐｓ，有

　　　 　ＫｔｔＸｐｓ＋ＫｔｓＸｇ ＝０ （９ａ）

或 　　　Ｘｐｓ ＝－Ｋ－１ｔｔＫｔｓＸｇ ＝ＲＸｇ （９ｂ）
其中：Ｘｇ＝［ｘｇ１，…，ｘｇｋ，…，ｘｇｍ］，ｘｇｋ为第ｋ支座位

置的输入。
将Ｒ的计算式完全展开为

－
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＝ ｒ１，ｒ２，．．．，ｒ｛ ｝ｍ （１０）

　　式（１０）即为影响矩阵的数学计算公式。左边第

１个矩阵是结 构 上 部ｎ个 自 由 度 刚 度 矩 阵 的 逆，大

小为ｎ×ｎ维；第２个矩阵本质为每个支座处单位位

移引起上部结构自由度位置力的大小，大小为ｎ×ｍ
维。ｎ代表非支座节点的自由度，ｍ 代表支座自 由

度数。不难看出，Ｒ由上部结构 刚 度 矩 阵 的 逆 左 乘

非支 承 点 与 支 承 点 的 耦 合 刚 度 矩 阵 而 成。根 据

式（１０），第ｉ个非支座节点拟静力位移ｘｓｉ 可表达为

Ｘｓｉ ＝∑
ｍ

ｋ＝１
ｒｉｋｘｇｋ （１１）

２　关于Ｒ的数学特性与物理意义

２．１　Ｒ数学特性与物理意义

　　考察式（９ｂ）所示的转换矩阵Ｒ，有如下数学特

性和物理意义。

１）Ｒ为ｎ行ｍ 列矩阵，其中Ｋｔｓ矩阵非零元素

大小为连接支座的单元刚度。物理意义是表示通过

Ｒ分配加权给支座位置的输入Ｘｇ，从而传递并影响

非支座节点的拟静力反应。

２）Ｒ 各 行 的 矩 阵 元 素ｒｉｊ 代 数 和 等 于１，如

式（１２）所示。第ｉ行第ｊ列元素ｒｉｊ的物理意义表示

对第ｊ个支座输入（Ｘｇ 的第ｊ个向量分量）加权（权

重大小为ｒｉｊ）后传递给第ｉ个非支座节点反应的大
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小，即Ｒ的第ｉ行第ｊ列左乘Ｘｇ 列向量的第ｊ个分

量。每个节点的拟静力反应计算结果在量值等于第

ｉ个非支座节点拟静力反应。如式（１３）～（１５）所示

　　　

∑
ｍ

ｊ＝１
ｒｉｊ ＝１　（１≤ｉ≤ｎ，１≤ｊ≤ｍ） （１２）

Ｒ＝ Ｒ１ … Ｒｉ … Ｒ［ ］ｎ Ｔ

（Ｒ（）ｉ ＝ ｒｉ１，…，ｒｉｊ，…，ｒ［ ］ｉｍ ）
（１３）

Ｘｇ ＝ ｘｇ１…ｘｇｊ…ｘｇ［ ］ｍ Ｔ （１４）

　　第ｉ个非支座节点拟静力位移ｘｓｉ 可表达为

　
ｘｓｉ ＝Ｒ（）ｉ　Ｘｇ ＝

　ｒｉ１ｘｇ１＋…＋ｒｉｊｘｇｊ＋…＋ｒｉｍｘｇｍ ＝∑
ｍ

ｊ＝１
ｒｉｊｘｇｊ

（１５）

　　３）特 殊 地，对 于 一 致 输 入（Ｘｇ 中 列 元 素 均 相

等），由于每行的元素之和等于１，与Ｘｇ 相乘计算结

果与Ｘｇ 向量 元 素 大 小 相 等，即 拟 静 力 反 应 等 于 输

入。物理意义表现为拟静力反应与支座输入完全一

致，结构的运动形式表现为平动（结构相对于支座的

相对运动为 零），此 时 结 构 的 拟 静 力 反 应 不 产 生 内

力。这时，式（１４）中的向量分量相等，即

ｘｇ１ ＝ … ＝ｘｇｊ ＝ … ＝ｘｇｍ ＝ｘｇ （１６）

　　由于矩阵Ｒ具有如下性质：式（１２）所示的每行

元素之和等于１，因此联合式（１６）有

ｘｓｉ ＝ｘｇ∑
ｍ

ｊ＝１
ｒｉｊ ＝ｘｇ （１７）

　　对 于 一 致 输 入 这 种 情 形，可 直 接 将 拟 静 力 表

示为

Ｘｐｓ ＝ＩＸｇ （１８）

其中：Ｉ为ｎ维单位列向量。

需要强调的是，式（１８）是根据物理意义的直接

数学表示，在数学和物理层面不具有式（４）表现形式

的一般性。

２．２　Ｒ矩阵元素作为权重意义的图解

图１给出多点和一致输入情形下结构拟静力反

应的变形示意图。图（ａ）中，支座位置输入的非一致

性导致结构的拟静力反应不同步，相对变形使得构

件产生内力。或者说，由于ｘｇｊ差异性导致对其加权

ｒｉｊ求和后所得 到 的 第ｉ个 节 点 的 拟 静 力 位 移ｘｓｉ 之

间不相等（不均匀的支座输入被重新分配后节点反

应不同），节点间的相对位移与客观存在构件刚度将

产生拟静 力 反 应 导 致 的 内 力。图（ｂ）中，分 配 加 权

过程相同，因支座输入一致所以反应也一致，结构变

形为与输入相同的整体平动变形。

图１　影响矩阵Ｒ对拟静力反应贡献的图解

Ｆｉｇ．１　Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎ　ｏｆ　ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ

ｍａｔｒｉｘ　Ｒｔｏ　ｐｓｅｕｄｏ－ｓｔａｔｉｃ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ

支座位置多点输入引起结构的运动形态是理解

多点激励的关键问题之一，下面从不同支座输入对

结构变形的贡献角度加以说明。

１）位移方面。一致输入下，结构的绝对位移在

任一瞬时满足如下关系

Ｘｔ ＝Ｘｐｓ＋ＸＩ ＝Ｅｘｇ＋ＸＩ （１９）

其中：ｘｇ 为地面位移；ＸＩ 为地震激励所引起的动力

反应位移。

多点输入下结构绝对位移表达为

Ｘｔ ＝Ｘｐｓ＋ＸＩ ＝ＲＸｇ＋ＸＩ （２０）

其中：Ｘｇ 为不同支座位移列向量；ＸＩ 为地震激励所

引起的动力反应位移；Ｒ为影响矩阵。

２）内力方面。根据力学知识，结构内力的产生

只与相对位移有关。“一致输入”中拟静力位移与地

震激励下地面运动位移相同，结构内力仅与动力反

应位移有关。“多点输入”下地面运动的差异性致使

拟静力位移中包含了部分相对位移，所以结构的内

力与ＲＸｇ 和ＸＩ 均相关。

比较式（１９）和式（２０），多点激励与一致激励中

引起的“拟静力位移”有一定区别，差动输入条件下

Ｘｐｓ会产生内力且与支座位移不一致。正是如此，多

点激励引入影响矩阵，表达在静力下如何分配加权

影响支座 输 入Ｘｇ 并 传 递 给 非 支 座 节 点 的 拟 静 力

反应。

计算质点惯性力时考虑真实地震下基底位移而

引起上部质点的绝对位移加速度，即惯性力是由质
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量与绝对位 移 加 速 度 产 生，见 图２。建 立 绝 对 位 移

与地面位移二者之间的关系，利用已知地震波数据

较好地求解微分方程，在多点激励下绝对位移可采

用式（２０）进行推导计算［９－１０］。“拟静力加速度”的产

生根据是：采用一种静力方式使支座移动而引起上

部结构的位移，再对其两次求导而得出“拟静力加速

度”。忽略惯性力影响计算地震激励下地面运动引

起的 结 构 位 移Ｘｐｓ，又 在 运 动 方 程 中 对 其 求 导 引 入

Ｘ̈ｐｓ＝Ｒ̈Ｘｇ，从物理意义上讲加速度是描述物体速度

改变快慢的物理量，而拟静力位移是由支座静位移

下所引起，其产生加速度并不是一种符合物理常态

的现象。把握好“数学”与“物理”之间的关系，有利

于正确认识实际工程所产生的多种现象，即数学上

的推导只是单纯数字上的变换。数学层面拟静力位

移与动位移二者独立存在，而物理现象中二者是一

个不可分割的整体，结合物理意义与数学推导掌握

“拟静力”的方法进行抗震分析，才会对多点激励下

运动方程的理解更加清晰明确。

图２　支座动位移引起的结构反应

Ｆｉｇ．２　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｃａｕｓｅｄ　ｂｙ　ｔｈｅ　ｂｅａｒｉｎｇ

ｄｙｎａｍｉｃ　ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

３　Ｒ性质的理论论证与算例验证

３．１　Ｒ数学性质的理论论证

　　不失一般性，取一具有代表性的一般结构体系

作为基本单元，如图３所示。

图３　代表性结构体系示意图

Ｆｉｇ．３　Ｓｋｅｔｃｈ　ｏｆ　ｔｙｐｉｃａｌ　ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ　ｓｙｓｔｅｍ

与式（２１）所示节点位移反应向量相对应的刚度

矩阵Ｋｔｔ和Ｋｔｓ如式（２２）给出，影响矩阵Ｒ及其矩阵

元素计算结果如式（２３）～式（２５）所示

　

Ｘｔ
Ｘ
烅
烄

烆
烍
烌

烎ｇ
＝ ［ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘｇ１，ｘｇ２］Ｔ （２１ａ）

Ｘｔ ＝ ｘ１，ｘ２，ｘ［ ］３ Ｔ （２１ｂ）

Ｘｇ ＝ ｘｇ１，ｘｇ［ ］２ Ｔ （２１ｃ）

其中，相关矩阵元素为

ｒ１１ ＝ｋ２（ｋ３＋ｋ４）

ｒ１２ ＝ｋ３ｋ４
ｒ２１ ＝ｋ２（ｋ３＋ｋ４）

ｒ２２ ＝ｋ３ｋ４
ｒ３１ ＝ｋ２ｋ３
ｒ３２ ＝ｋ４（ｋ２＋ｋ３

烅

烄

烆 ）

　　

（２４）

Ａ＝ｋ２ｋ３＋ｋ２ｋ４＋ｋ３ｋ４ （２５）

　　由式（２３）～式（２５）容易看出式（９）所给出的两

个性质：
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１）由于ｒｉｊ≤Ａ恒成立，“等于”这种情形在理论

上对应于构件刚度为零；

２）由于∑
ｍ

ｊ＝１
ｒｉｊ＝Ａ恒成立，∑

ｍ

ｊ＝１
Ｒｉｊ＝１成立。

当结构单元矩阵变化、考虑更多自由度和维度

情形时，Ｋｔｔ和Ｋｔｓ发生相应变化，但是Ｒ的计算结果

具有上述两个性质不会改变。上述算例从基本结构

体系出发论证，具有代表性和一般性。

３．２　Ｒ数学性质的算例验证

标有局部与全局坐标系的算例如图４所示，弹

性模 量 Ｅ＝３．０×１０１０　Ｐａ，惯 性 矩Ｉ＝２．０２３×

１０－３　ｍ２，横 截 面 积Ａ＝０．１１４ｍ２，Ｌ１＝３ｍ，Ｌ２＝

５ｍ。只考虑整体坐标系下水平方向自由度，将整体

刚度矩阵转化为

Ｋｔｔ Ｋｔｓ
Ｋｓｔ Ｋ
［ ］

ｓｓ
ｘ１ｘ，ｘ１ｙ，φ１，…，ｘ６ｘ，ｘ６ｙ，φ［ ］６ Ｔ ＝ 　　

０

ｆｓ
烅
烄

烆
烍
烌

烎ｇ
→
Ｋ^ｔｔ Ｋ^ｔｓ
Ｋ^ｓｔ Ｋ^
［ ］

ｓｓ
ｘ１ｘ…ｘ６［ ］ｘ Ｔ ＝

０

ｆ^ｓ
烅
烄

烆
烍
烌

烎ｇ
（２６）

图４　算例模型示意图

Ｆｉｇ．４　Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ　ｍｏｄｅｌ

　　单元刚度矩阵如式（２７）所示，非支座节点刚度

矩阵 Ｋ^ｔｔ及 其 与 支 座 耦 合 刚 度 矩 阵Ｋ^ｔｓ如 式（２８）与

式（２９）所示

Ｋ１４ ＝Ｋ３６ ＝
０．０２７ －０．０２７

－０．０２７　 ０．［ ］０２７
×１０９ （２７ａ）

Ｋ１２ ＝Ｋ２３ ＝
１．１４ －１．１４

－１．１４　 １　．［ ］１４ ×１０９ （２７ｂ）

Ｋ２５ ＝
０．０５８　３ －０．０５８　３

－０．０５８　３　 ０　．［ ］０５８　３
×１０９ （２７ｃ）

Ｋｔｔ ＝

　１．１６７ －１．１４ 　０

－１．１４ 　２．２８５　８ －１．１４

　０ －１．１４ 　１．

熿

燀

燄

燅１６７
×１０９ （２８）

Ｋｔｓ ＝

－０．０２７ 　０ 　０

　０ －０．００５　８ 　０

　０ 　０ －０．

熿

燀

燄

燅０２７
×１０９ （２９）

　　采用式（９）从数学角度确定影响矩阵

－Ｋ－１ｔｔ ＝－
１７．１５５　 １６．６８４　１　１６．２９８　１
１６．６８４　１　１７．０７９　２　１６．６８４　１
１６．２９８　１　１６．６８４　１　１７　．

熿

燀

燄

燅１５５
×１０－９

（３０）

Ｒ＝－Ｋ－１ｔｔＫｔｓ ＝
０．４６３　２　０．０９６　８　０．４４０　０
０．４５０　５　０．０９９　０　０．４５０　５
０．４４０　０　０．０９６　８　０　．

熿

燀

燄

燅４６３　２
（３１）

　　利用ＳＡＰ２０００建立图４所示模型，同时施加支

座位移Ｘｇ＝｛ｘ４ｘ，ｘ５ｘ，ｘ６ｘ｝＝｛０．２，０．１，０．４｝，释放转

角与Ｙ向自由度，其他属性保持一致。结构拟静力响

应与根据式（３１）直接计算“拟静力位移”对比见表１。

表１　拟静力位移对比

Ｔａｂ．１　Ｃｏｎｔｒａｓｔ　ｏｆ　ｐｓｅｕｄｏ－ｓｔａｔｉｃ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ

节点 数值模拟Ｘｐｓ／ｍ 公式计算Ｘｐｓ／ｍ
１　 ０．２７７　７　 ０．２７８　３
２　 ０．２７９　４　 ０．２８０　２
３　 ０．２８１　９　 ０．２８３　０

　　表１给出了使 用ＳＡＰ２０００数 值 模 拟 的 结 构 响

应与利用影响矩阵数学公式直接推算的结果。由表

中不难看出，二者在数值上的高度一致性，不仅说明

了利用Ｒ推算结果的有效性和精确性，而且表达了

影响矩阵的物 理 意 义（见 图５），即 支 座 运 动 对 上 部

结构的影响。

图５　支座静位移对结构的影响

Ｆｉｇ．５　Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ　ｒｅｓｐｏｎｓｅ　ｃａｕｓｅｄ　ｂｙ　ｔｈｅ　ｂｅａｒｉｎｇ　ｓｔａｔｉｃ
ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ
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４　拟静力与动力反应相关注记与建议

结构的绝对反应可被认为是由两部分组成：拟

静力反应和动力反应。拟静力反应通过式（９）直接

计算，动力反应可通过式（２）计算，这两者的计算在

数学意义上是完全独立的。需要强调的是，拟静力

反应的量值在大小上为式（９）计算结果，这并不意味

在物理意义 上 拟 静 力 反 应 脱 离 动 力 反 应 而 独 立 存

在。事实上，拟静力反应与动力反应在物理意义上

是不可分割的，只是在数学上计算有助于讨论结构

绝对反应的贡献，即由于差动输入导致的上部结构

反应和由于共振效应对结构反应贡献。同时也需要

说明，支座处不同输入之间的卓越频率也会有所区

别，这也会影响差动下共振效应对结构反应的贡献。
综合上述分析，笔者建议研究多点输入对结构

内力等反应的影响时，宜从如下３个方面作以详细

考虑。
１）对于一致和多点输入情形下，分析结构内力

（一致输入拟静力部分不产生内力）和计算结果。

２）针对多点输入情形下，分析上部结构作为拟

静力响应部分的内力。由此，可进一步判断源于拟

静力效应对结构多点输入下结构内力的贡献。

３）针对多点输入情形下，分析上部结构作为动

力响应部分的内力，并比较与一致输入计算结果的

差别。由此，不仅可以判断源于多点输入下共振效

应对结构内力的贡献，还可以对比由于频谱和（或）
峰值不同（点点之间不完全相干）的多点输入下与一

致输入（频谱和峰值均相同）情形下的计算结果。专

门分析由于各个输入的频谱这一因素导致的与一致

输入计算结果的区别，可采用将多点输入峰值调为

相同这一方法，这样也可了解多点输入由于峰值不

同因素对计算结果的影响。这样可以进一步在性质

和量化上详细比较和了解一致与多点输入产生内力

区别的根本原因，而不只是在强调多点输入的重要

性这一长期“停滞“于表面的结论上。

５　结　论

１）定性揭示了Ｒ的数学意义，定量阐述了Ｒ行

元素之和等于１的固有数学特性，对此进行了图解

说明，同时给出了理论证明和算例验证。

２）强调 了 一 个 客 观 事 实，即“拟 静 力 反 应”和

“动力反应”两者在数学层面的独立性而在物理层面

并不相互独立存在。

３）提出了研究多点输入对结构反应影响时，有

助于深入剖析影响计算结果根本原因的考虑因素。
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Analysis of Friction Torque Model of DGCMG Gimbal Servo Systemwith 

Its Identification 

Li Hong 1 , 2， Hang Yi?ig 1 , 2， Han Bangcheng 1 , 2， Li Haitao 1 , 2  

(1. Science and Technology on Inertial Laboratory, Beijing University 

of Aeronautics and Astronautics Beijing�100191，China) 

(2. Fundamental Science on Novel Inertial Instrument and Navigation System Technology 

Laboratory Beijing, 100191，China) 

Abstract The nonlinear friction torque of the double gimbal control moment gyroscope (DGCMG) gimbal 

servo system heavily influences its control precision with a gyroscopic effect. In order to alleviate this is

sue ̂  a method of creating an accurate friction torque model and identifying its parameters are presented. 

The dynamics of the CMG gimbal servo system are analyzed. Based on the study of the friction torque in 

inner and outer gimbals which are related to gimbal's angle velocity and gyro torque, an accurate model of 

friction torques in the inner and outer gimbals has been established. Then, using the forgetting factor re

cursive least square (FFRLS) method, the parameters of this model are identified using the real coeffi

cients of the CMG and experimental sampling data. The accuracy of the friction models and the identifica

tion results are validated through experiments�which serves to compensate the nonlinear friction torque of 

DGCMG gimbal servo system and improve the control precision of the gimbal servo system. 

Keywords double gimbal magnetically suspended control moment gyroscope� gimbal servo system� fric

tion model� parameters identification� forgetting factor recursive least square (FFRLS) 

Mathematical and Physical Meaning of Influence Matrix R in 
Calculation Model for Multiple-Input Structural Analysis 

Liu Guohucin1’2， Lian Jijian 1�2， Guo Wei s， Geng Chen A  

(1. State Key Laboratory Hydraulic Engineering Simulation and Safety�Tianjin University Tianjin, 300072，China) 

(2. School of Civil Engineering�Tianjin University Tianjin. 300072，China) 

(3. School of Civil Engineering, Central South University Changsha, 410075 , China) 

(4. School of Civil Engineering�Tianjin Chengjian University Tianjin, 300384. China) 

Abstract The influence matrix R ==一K^ 1  Kls is an important parameter in calculation models, including 

the models for time or frequency-domain analysis, and for multiple-input structural analysis. In this pa

per, the mathematical and physical meaning of parameter R are discussed, and its natural characteristics 

are given and demonstrated through a numerical example. It is shown that the pseudo-static response ob

tained from R is independent from the dynamic response in mathematical meaning, but not in physical 

meaning. 

Keywords multi-support input; spatially-motions input； influence matrix� pseudo-static response 


